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1. Discuta brevemente se os seguintes conjuntos sao abertos ou fechados. Determine ainda o
interior e o fecho de cada conjunto.

A={% neN}emR;
B =(1,2) em R;
¢ = ﬂ[_27 %) em R;
D=(0,1)NQ em R.
Resposta:
A nao é fechado e nem aberto. int(A) =0 e A= AnN{0}.
B nao é fechado e é aberto. int(B) = Be B = [1,2].
Observe que C' = [—2,0] e logo ¢ fechado e nao é aberto com int(C) = (—2.0) e C = C.

Veja que D nao ¢é aberto R pois dado qualquer racional em D, em qualquer intervalo aberto
centrado nele contém nimeros irracionais. D também nao é fechado pois o complementar
nao é aberto pois todo intervalo em torno do zero contém racionais do tipo 1/n para n
natural suficientemente grande. int(D) =0 e D = [0, 1].

2. Mostre que se X C R ¢ tal que toda fungao continua f : X — R é limitada. Entao X ¢é
compacto.

Resposta: Suponha que X nao é compacto. Entao X nao ¢ limitado ou X nao é fechado.
Se X nao é limitado, a funcao continua identidade de X em X nao seria limitada, uma
contradicio com a hipétese. Caso X néao fosse fechado entdo existiria um ponto a € X tal
que a ¢ X. Considere entao a funcao continua h : X — R, dada por h(z) = x—ia Basta
verificar que h nao é limitada e obter novamente uma contradicao.

3. Seja f : [a,b] — R tal que a segunda derivada f”(x) existe e é continua em todo ponto
€ (a,b). Seja ¢ € (a,b). Mostre que

()t LN =2 fle—n),

h—0 h?

Resposta: Usando a férmula de Taylor com resto no ponto ¢, obtemos que para z,c € (a,b),
x # ¢, existe 6 entre x e ¢ tal que

£) = £ + £ — )+ T @ ey

Logo para todo h > 0, existe 0; € (¢,c+ h) e 05 € (¢ — h,c) tal que

fle+h)=f(e)+ f'(c)h + @h?
Fle— ) = £(0) - flon+ T p
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Portanto,

Flet h) = 2f(e) + fle =) _ ['(6) + (6)
h? 2

E claro que quando h — 0, entdo 0; — ¢ para i = 1,2. E desde que f”(z) é continua em c,
obtemos o resultado desejado.

4. Se f :[a,b] — R possui derivada integravel, ponha m = “*b e prove que

2

b
f@) + 10 = 5 [ @)+ = m)(a)ldo.

Resposta: O resultado segue apos ser feito integragoes por partes, o que é permitido visto
que f e f’ sdo integraveis. A seguir sao dados os detalhes dos célculos.

el RUCENCEI T b_a (z—m)f(2)
e )10 - b_a<a—m>f<a>
2 (b-a) 2 (o),
o S0 5 f(a) = f(0) + f(a).

5. Seja f : R — R definida por f(z) = >~ Serig—;m) Analise a convergéncia da série acima e

em seguida determine foﬂ/Q f(x)dx.

sen(nz)
n2

Resposta: Primeiramente a convergéncia uniforme da série de fungées >~ |

sen(nx)
)

segue do fato

< # e de uma aplicacao do teste de Weiertrass. Para o cédlculo da integral deve-se usar

z 2 4
K Sené—;m)d:c = 5 (1—cos(mn/2)) = % e o fato da série de fungdes convergir uniformemente,
0 que permite fazer a integracao de cada parcela da série termo a termo.



